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ECONOMIC AND MATHEMATICAL BAICS OF THEORY OF FINANCING PUBLICBPRIVATE
PARTNERSHIP PROJECTS

У даній роботі дістала подальшого розвитку теорія проєктного фінансування як інструменту ресурсної підтримB
ки державноBприватного партнерства. Вперше достатньо строго дано математичну модель процесів фінансового
забезпечення концесійних угод на конкретному прикладі угоди, яка передбачає виділення концесіонеру земельB
ної ділянки, за що він зобов'язується побудувати сміттєпереробний комплекс з довготривалою метою надання місцеB
вому населенню послуг з вивезення і переробки твердих побутових відходів. Виконане моделювання за своїм хаB
рактером є феноменологічним і тому може сприйматися як дослідження з напряму "теоретична економіка". ОтриB
мані у виконаному моделюванні розрахункові співвідношення безпосередньо готові до практичного використанB
ня і, таким чином, надають можливість для кількісного обгрунтовування управлінських рішень щодо згаданих
угод. Насправді, спектр використання здобутих у цьому дослідженні результатів значно ширший.

In this work, the theory of project financing as a tool for resource support of publicBprivate partnership was further
developed. Numerous studies by domestic and foreign experts have proven the exceptional usefulness of projects
implemented within this kind of partnership that are usually innovative in nature. The requirement of successful
implementation of publicBprivate partnership in the country requires the creation of adequate and wellBunderstood analytical
tools capable of numerically substantiating financial processes, which would reliably ensure the implementation of projects
within the partnership. One of the conceptual grounds for this may be the soBcalled project financing which may involve
various financial institutions. The paper, the purpose of which was to form the mathematical basis for financing publicB
private partnership projects, for the first time presents a strict mathematical model of the processes of financial support of
concession agreements. The model is based on a specific example of an agreement that provides for the allocation of land by
the regional authorities to the concessionaire who, in return, undertakes to build a recycling complex with a longBterm goal
to provide local residents with services of removal and processing of solid waste. This problem is very sharply felt in many
Ukrainian megacities. Local operators providing services of household waste removal and disposal compete to address the
problem. Such companies are ready to take full responsibility for project implementation and forming of an appropriate
resource and financial basis by attracting private capital on the terms that its owners participate in the distribution of
income generated by an efficient operation of the waste processing complex. The performed mathematical modelling, which
takes into account the interests of all participants in the creation and subsequent operation of the waste processing complex,
is phenomenological in nature and therefore can be viewed as a study in the field of Theoretical Economics. The calculated
ratios obtained in the performed modelling are fully operational and, thus, provide an opportunity for a quantitative
substantiation of management decisions on the aboveBmentioned agreements. In fact, the range of use of the results obtained
in the present study is much wider.

Ключові слова: державно�приватне партнерство, проєктне фінансування, економіко�математичне моде�
лювання, консалтинговий проєкт.

Key words: theoretical economics, phenomenological modelling, models of scientific knowledge development,
dynamics of market equilibrium, phase portrait.

ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМИ
Будівництво такого нетривіального соціально$еко$

номічного суб'єкту, як держава, завжди відбувається в
умовах жорсткого ресурсного дефіциту. Ця обставина

призвела до різноманітних форм залучення ресурсів,
серед яких з'явилося і державно$приватне партнерство
(ДПП) в самих різних масштабах і формах [10], відно$
сини в яких регулюються українським законодавством
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[5]. Невідворотність появи в економіці країн, що розви$
ваються, проєктів ДПП, кожен з яких практично мож$
на сприймати як інновацію [13], підтверджують численні
дослідження вітчизняних і зарубіжних фахівців (див.,
наприклад, [9]). Вимога успішного втілення ДПП у
країні потребує створення адекватних і добре зрозумі$
лих аналітичних інструментів, здатних чисельно обгрун$
товувати фінансові процеси, що надійно забезпечувати
б реалізацію проєктів у межах вказаного партнерства.
Одним з концептуальних підгрунть для цього може бути
так зване проєктне фінансування [7], до якого можуть
залучатися різноманітні фінансові інститути. Але вне$
сок сучасних українських банків у фінансування
проєктів ДПП бажає на краще [8; 10]. Таке становище
складається, ймовірно, тому, що немає вичерпно обгрун$
тованої теоретичної бази для забезпечення практики в
сфері проєктного фінансування ДПП [1]. Тому вкрай
актуальними стають будь$які теоретико$математичні
дослідження проєктного фінансування в ДПП.

АНАЛІЗ ОСТАННІХ ДОСЛІДЖЕНЬ І ПУБЛІКАЦІЙ
До відносно грунтовних публікацій, які дотичні до

проблем державно$приватного партнерства, можна
віднести монографію [12], що присвячена низці питань
забезпечення модернізаційного розвитку економіки
України. В ній розкрито теоретичні засади взаємодії
державного і приватного секторів економіки, запропо$
новано методичні підходи до її дослідження в сучасній
інституціональній архітектоніці економіки, зроблено
ретроспективний аналіз вітчизняних та зарубіжних
практик щодо розвитку інституту ДПП, визначено мо$
тиваційні чинники партнерства. Крім того, в монографії:
виокремлено основні моделі ДПП; виявлено передумо$
ви і обгрунтовано необхідність розширення практики
ДПП в Україні; зроблена оцінка ступеня використання
чинних механізмів ДПП, дано їх оцінку та виявлено
інституційні бар'єри щодо їх подальшого розвитку. До
суттєвих досягнень авторів монографії доцільно відне$
сти пропозицію концептуальних підходів до розбудови
ДПП на засадах проєктного менеджменту, на основі
економіко$математичного моделювання розподілу ос$
новних ризиків. Останнє, безумовно, дуже важливе для
масштабних проєктів ДПП, проте аналіз ризиків носи$
тиме вичерпний характер за умов повноцінного моде$
лювання процесів фінансування цих проєктів.

Заслуговує на увагу й англомовна публікація [4], яку
доцільно сприймати як своєрідний фінансовий довідник
з питань структурування проєктів, оцінки проєктів, уп$
равління проєктними ризиками та фінансування
проєктів.

ВИДІЛЕННЯ НЕВИРІШЕНИХ ЧАСТИН ЗАГАЛЬНОЇ
ПРОБЛЕМИ

Аналізуючи вище викладену інформацію, треба виз$
нати, що становлення повноцінної теорії фінансування
проєктів ДПП знаходиться на початку свого шляху і ще
потребує своє розробки.

МЕТА СТАТТІ
Мета статті — формування математичних основ

фінансування проєктів ДПП.

ВИКЛАД ОСНОВНОГО МАТЕРІАЛУ
ДОСЛІДЖЕННЯ

Для досягнення заявленої мети скористаємося вже
озвученим у роботі [15] підходом до побудови теорії на
базі феноменологічного моделювання певних процесів
фінансового забезпечення проєктів, що здійснюються
у межах державно$приватного партнерства. З метою
певного спрощення моделювання (але без втрати мож$
ливості узагальнення здобутих теоретичних резуль$
татів) розглянемо ситуацію, зміст якої пояснюється
блок$схемою на рисунку 1, і в межах котрої буде відпра$
цьовуватися весь необхідний математичний апарат опи$
су процесів фінансування концесійних проєктів, що ви$
конуються на умовах державно$приватного партнер$
ства. У подальшому будуть використовуватися підходи,
що були напрацьовані в дослідженнях автора, опублі$
кованих в статті [15].

Будемо вважати, що: (1) якась місцева громада, стур$
бована майбутніми екологічними катаклізмами, вимагає
від регіональної влади виділення земельної ділянки під
створення сучасного сміттєпереробного комплексу [3,
с. 292] та залучення приватного капіталу на прийнят$
них для нього умовах реалізації такої ідеї (що передба$
чено статтею 4 Закону України "Про державно$приват$
не партнерство" [5]); (2) регіональна влада оголошує
конкурс на створення і реалізацію проєкту будівництва
з подальшою експлуатацією сміттєпереробного комп$
лексу на умовах концесії (як форми здійснення держав$
но$приватного партнерства) [6]; при цьому влада гото$
ва під даний еколого$соціальний проєкт виділити на
своїй території земельну ділянку як об'єкт концесії; (3)
в конкурсі бере участь компанія$оператор, що працює
в даному регіоні, з вивезення твердих побутових відходів
на наявний в регіоні сміттєвий полігон, терміни експлу$
атації якого наближаються до завершення; ця компанія
готова взяти на себе попередні витрати з ініціювання
проєкту і пошуку надійних партнерів для подальшого
планування (у вигляді спеціалізованої проєктної ком$
панії) і його реалізації (у вигляді спеціалізованої буді$

вельної компанії); крім того, компанія$опе$
ратор готова залучити до подальшого про$
єктного інвестування відповідні банківські
структури.

Економіко$математична модель фінан$
сування концесійного проєкту буде грунту$
ватися на таких припущеннях: (1) компанія$
оператор приймає рішення про будівництво
з подальшою експлуатацією сміттєперероб$
ного комплексу на умовах концесійної уго$
ди; (2) витрати в грошовому обчисленні на
будівництво, введення в експлуатацію та по$
дальше використання сміттєпереробного
комплексу повинні скласти СΣ ; (3) компанія$
оператор на момент прийняття даного
рішення володіє відносно невеликою сумою
грошей СПР

)0( , якими на момент часу t = 0 оп$
лачує передпроєктні роботи; (4) компанія
шукає фінансову організацію (наприклад,
банк), яка може здійснити проєктне фінан$
сування будівництва сміттєпереробного
комплексу; (5) гроші вкладаються (інвесту$
ються) у проєкт протягом усього будівниц$

Рис. 1. Модель концесійної угоди з приводу створення
і експлуатації сміттєпереробного комплексу

Джерело: авторська розробка.
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тва і здачі в експлуатацію комплексу, тобто до момен$
ту часу t =Т ЗП  (див. рис. 2), після чого починається етап
комерціалізації проєкту, під час якого побудований
комплекс приносить відповідний дохід; (6) у разі на$
дання населенню послуг з утилізації твердих побуто$
вих відходів вкладені в проєкт гроші повертаються всім
учасникам$інвесторам (компанії$оператору і банку) за
час ( )ТТ ЗППЗ − ; (7) усі процеси відбуваються безперер$
вно.

Умовні позначки на рисунку 2 мають такий зміст: СПР
)0(

— витрати концесіонера (компанії$оператора) на по$
передні роботи з обгрунтування концесійного про$
єкту; СЗАП  — сума "позик" у банку$інвестора на про$
єктування та будівництво сміттєпереробного комп$
лексу; ССС ЗАППР

СМП += )0()(
Σ ; СΣ  — повні витрати на буді$

вництво та запуск в експлуатацію сміттєпереробного
комплексу; )(tB  — функція повернення коштів інвес$
торам;GЧ — чистий надлишок коштів від експлуатації

сміттєпереробного комплексу; G Д
Ч

)(  — дисконтований
на момент часу Т ЗП  — чистий надлишок коштів; S Σ  —
загальна виручка від експлуатації сміттєпереробного
комплексу; S Д )(

Σ  — дисконтова на момент часу Т ЗП  за$
гальна виручка; Т ЗП  — час завершення будівельних
робіт; Т ПЗ — час повного повернення коштів інвесто$
рам; Т ЗПР — час завершення концесійного проєкту.

Отже, до моменту часу t =Т ЗП  освоюється сума
ССС ПР
ЗАПЗАПЗАП

)()0( += (1),

де С )(
ЗАП
0  — гроші, які інвестор$банк зібрав у насе$

лення і вклав ву концесійний проєкт,

С )ПР(
ЗАП  — процентні нарахування за користування су$

мою С )(
ЗАП
0 .

Можна погодитися, що

TdttdttСС ЗПств

TT

ЗАПЗАП

ЗПЗ

⋅=∫=∫= μμ
0

ств
0

)0()0( )()(
П

(2),

де )(tстрμ  — щільність потоку грошових коштів, що
вкладаються в проєктування, будівництво і введення в
експлуатацію сміттєпереробного комплексу.

Процентні нарахування у разі безперервних інвес$
тиційних платежів мають скласти:

( ) ( ) Тer
dtetС ЗПств

Trствrt
Т

cтв
ПР
ЗАП

ЗП
ЗП

μ
μ

μ −−=−∫= 11)(
0

)( (3),

де r  — норма процентних нарахувань, яка може бути
на рівні депозитної банківської процентної ставки [19,
с. 49]; тут використовується схема безперервних нара$
хувань відсотків як найбільш універсальна серед всіх
відомих (обгрунтування цього положення міститься в
статті [15]).

Запозичені у населення і вкладені в інвестиційний
проєкт кошти, величина яких складає

( )1−= erС Trств
ЗАП

ЗП
μ

(4),

мають бути відшкодовані до моменту часу Тt ПЗ= .
Будемо вважати, що заборгованість гаситься на про$

міжку часу )ТТ( ЗППЗ −  однаковими за величиною внеска$
миR через однакові проміжки часу tΔ  (див. рис. 3). Після
чергового внеску борг зменшується на величину цього
внеску, але далі упродовж часу tΔ  зростає через нара$
хування процентів на остаток боргу. Можна довести, що
сума боргу після k$го внеску складатиме:

( ) ( )
r

rRrCB
k

k
ЗАПk

111
−+⋅−+=− (5).

В разі погашення боргу після k$го внеску, з умови
Bk
− = 0 отримуємо:

( ) ( ) 0111 =
−+⋅−+

r
rRrC

k
k

ЗАП (6).

Перша складова в рівнянні (6) описує капіталізова$
не на момент повного погашення боргу значення "по$
зик" CЗАП, а друга складова — сумарну вартість потоку
платежів на той же момент часу. З виразу (6) отримує$
мо:

( )
( ) 11

1
−+

+⋅
⋅=

r
rr

CR k

k

ЗАП (7).

Розглянемо далі випадок безперервного повер$
нення інвестованих у проєкт коштів , задля чого про$
аналізуємо його динаміку, записавши наступний ви$
раз:

)()()()( ttBtr
dt

tdB μ−= (8).

Тут швидкість зміни боргу 
dt

tdB )(  визначається дво$

ма протилежними процесами: (1) збільшенням за раху$
нок процентних платежів )()( tBtr , (2) зменшенням зав$
дяки потоку внесків із щільністю )(tμ .

Рівняння (8) є лінійним неоднорідним диференцій$
ним рівнянням першого порядку. Враховуючи, що

СТtB ЗАПЗП == )( (9),
0)( == ТtB ПЗ (10),

можна дійти рішення (8) у вигляді [2, с. 393]:

dseseСtB str
t

T

Тtr
ЗАП

ЗП

ЗП )()( )()( −− ∫−⋅= μ (11).

За умови )( consts == μμ , після інтегрування отри$
муємо, що

[ ]1)( )()( −−⋅= −− e
r

eСtB ТtrТtr
ЗАП

ЗПЗП
μ

(12).

Використання умов (9) — (10) дозволяє визначити
значення щільності потоку внесків з метою покриття

Рис. 2. Модель кошторисних потоків концесійного проєкту в
грошовому вимірі

Джерело: авторська розробка.
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боргу СЗАП , а саме:

)1( )(

)(

−
⋅

⋅=
−

−

e
er

С ТТr

ТТr

ЗАП
ЗППЗ

ЗППЗ

μ (13).

Формули (7) і (13) однакові за своєю структурою та
змістом, що є свідченням взаємоузгодженості дискрет$
ної та безперервної моделей повернення вкладених у
проєкт коштів СЗАП . Величина витрат на повернення
СЗАП , тобто обслуговування, дорівнює

 [ ]1)( −= −eСС ТTr
ЗАПОБ

ЗППЗ (14),
а її дисконтоване значення на момент часу є
 [ ]eСС ТТr

ЗАП
D
ОБ

ЗППЗ )()( 1 −−−= (15).
Ставку дисконту прийнято визначати як максималь$

ну прибутковість альтернативних і доступних для інве$
стора вкладень у фінансові проєкти. Найчастіше альтер$
нативними і доступними бувають вкладення коштів на
депозит або в довгострокові державні цінні папери [18,
с. 75]. Тому у розрахунках ставка дисконту приймаєть$
ся рівною ставці депозитного відсотка r.

Враховуючи останній результат, запишемо вираз для
сумарних витрат зі створення сміттєпереробного ком$
плексу:

 СССССС D
ОБЗАППР

D
ОБ

СМП )()0()()(
ΣΣ =++=+=

[ ]eСС ТТr
ЗАППР

ЗППЗ )()0( 2 −−−+= (16).
Для відшкодування цих витрат знадобиться потік

доходів від надання населенню послуг з утилізації твер$
дих побутових відходів зі щільністю

)( ТТ
С

ЗППЗ
реал −

= Σμ (17).

Відзначимо, що цей показник доцільно сприймати
як певну середню величину на певному проміжку часу,
оскільки за реальних умов потік доходів буде дискрет$
ним. Між тим, ця оціночна величина дозволяє визначи$
ти й необхідну політику ціноутворення на надання на$
селенню послуг з утилізації твердих побутових відходів.

Якщо компанія$оператор планує показник рента$
бельності проєкту на рівні

С
S Д
Ч

ПП
Σ

=
)(

ρ (18),

то можна визначити дисконтоване на момент часу
значення чистого доходу від реалізації проєкту

СS ПП
Д
Ч Σ= ρ)( (19).

Чистий дохід має дорівнювати
eСS ТТr

ППЧ
ЗПЗПР )( −

Σ ⋅⋅= ρ (20).

А з іншого боку,
( )ТТS ПЗЗПРреалЧ −= μ (21).

Якщо ліві частини виразів (20) і (21) є однаковими, то
( ) eСТТ ТТr

ПППЗЗПРреал
ЗПЗПР )( −

Σ ⋅⋅=− ρμ (22).
Останнє рівняння дозволяє визначити невідому ве$

личину моменту завершення інвестиційного проєкту

Т ЗПР.
Банк, в припущенні традиційного позичання коштів,

одержує маржу. Її джерелом можуть бути процентні
платежі на етапах будівництва М 1 і відшкодування за$
боргованості )Д(М 2

МММ )Д(
21+= (23).

На етапі будівництва платежі дорівнюють:
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де перший доданок у квадратних дужках описує про$
центні платежі компанії$оператора банку (при нормі rб),
а другий — процентні платежі банку вкладникам.

На етапі відшкодування маржа банку, дисконтова$
на на момент часу Tt ЗП= , може скласти

( )[ ]ee
r

СМ )ТТ(rТrств)Д(
ОБ

)Д( ЗППЗЗП −−−−== 112
μ

(25).

Щоб банк вкладав свої кошти у проєкт на умовах
своєї подальшої участі в розподілі прибутків, необхід$
но, щоб його частка S Д

Ч
)(α  була достатньо більша за мар$

жу, тобто

S Д
Ч

)(α > М (26)
де α  — коефіцієнт дольової участі банку$інвестора

в розподілі прибутків.
Для компанії$оператора може бути вигідним ва$

ріант
S Д
Ч

)()1( α− > ρПППРС ⋅)0( (27).
Використовуючи вирази (18), (26) та (27), можна

довести, що

α  ∈ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

ΣС
С

S
М ПР
Д
Ч

)0(

)( 1; (28).

Нижня межа цього інтервалу не вигідна інвестору,
а верхня — компанії$оператору. Сам інтервал значень
для α  можна назвати "простором компромісів". Значен$
ня α  остаточно визначатиметься ступенем ризику інве$
стиційного проєкту і можливістю його нівелювання [15].

ВИСНОВКИ
І ПЕРСПЕКТИВИ ПОДАЛЬШИХ

ДОСЛІДЖЕНЬ
У цій роботі дістала подальшого розвитку теорія

проєктного фінансування як інструменту ресурсної
підтримки державно$приватного партнерства. Вперше
достатньо строго дано математичну модель процесів
фінансового забезпечення концесійних угод. Виконане
моделювання є цілком феноменологічним і тому може
сприйматися як дослідження з напряму "теоретична
економіка". Отримані розрахункові співвідношення на$
дають можливість кількісного обгрунтування управ$
лінських рішень щодо згаданих угод. Подальші дослід$
ження доцільно спрямувати на адаптацію здобутих те$
оретичних результатів до практичної діяльності.
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